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,^ . Soit A une variete abelienne sur Cp {p premier) et V ^^ A une sous-variete fermee. La conjecture 

^ • de Tate-Voloch predit que la distance p-adique entre un point de torsion T V{Cp) et la variete V 

1 ^i ' est bornee inferieurement par une constante strictement positive. Cette conjecture est demontree 
_i I par Hrushovski et Scanlon, lorsque A a un modele sur Qp. Dans le cas ou V est une courbe plongee 

^ I dans sa jacobienne et possede un modele sur un corps de nombres, nous donnons une formule 

Tlj- , explicite pour cette constante, qui depend d'invariants analytiques et arakeloviens. 

cn ' 

• ' Resume en anglais / English abstract 

o; 

oo , Let A be an abelian variety over Cp {p a prime number) and V ^^ A a closed subvariety. The 

:• ■ conjecture of Tate-Voloch predicts that the p-adic distance from a torsion point T V{Cp) to the 

J^ ■ variety V is bounded below by a strictly positive constant. This conjecture is proven by Hrushovski 

^ ' and Scanlon, when A has a model over Qp. We give an explicit formula for this constant, in the 



C^ 



case where y is a curve embedded into its Jacobian and V has a model over a number field. This 
explicit formula involves analytic and arakelovian invariants of the curve. 

1 Introduction 

Soit A une variete abelienne definie sur Cp, la completion de la cloture algebrique du corps Qp 
des nombres p-adiques. Soit V une sous-variete fermee de A. La conjecture de Tate- Voloch 
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(cf. [ISl avant la Prop. 3]) predit Texistence d'une constante My > 0, avec la propriete 
suivante. Pour tout point de torsion T G Tor(y4(Cp)), si dp(V,T) < My alors T G V{Cp). 
Ici dp(-, ■) est la distance p-adique entre T et ^ (voir plus bas pour cette notion). Cette 
conjecture est demontree par Hrushovski et Scanlon ([9| Introduction] et [H]) lorsque A a 
un modele sur une extension finie de Qp. 

Le propos du present texte est de donner une formule explicite pour la constante My, dans le 
cadre suivant : V est definie sur un corps de nombres et 1' immersion V "^^ Aest le plongement 
jacobien defini par un point rationnel. Pour obtenir cette formule, nous combinons une 
technique de preuve de la conjecture de Tate-Voloch pour les courbes due a Buium (cf. 
plus bas) avec des resultats de Moret-Bailly en theorie d'Arakelov. Nous montrons que la 
constante My pent etre choisie comme une fonction d'invariants analytiques et arakeloviens 
(Th. II. ip . Dans le cas oil la courbe a bonne reduction partout, ces invariants peuvent etre 
approximes numeriquement, si Ton dispose d'equations pour la courbe C (cf. Prop. fL2l ). Par 
ailleurs, notre formule est uniforme en le nombre premier p dans la mesure oil les invariants 
sont independants du nombre premier p. 

L'idee de base de la demonstration est que le theoreme du cube dans sa forme arakelovienne 
permet de comparer la distance p-adique d'un point de torsion au diviseur 6 avec la distance 
p-adique de I'origine au diviseur 9. Cette comparaison a elle seule donne une forme tres faible 
de la conjecture de Tate-Voloch, dans la mesure oil la distance p-adique y est bornee par une 
fonction du degre du point de torsion. II reste alors a estimer ce degre ; on I'estime par la 
procedure suivante. La methode de Buium donne une estimee du degre residuel du point de 
torsion ; cette estimee implique une estimee pour I'ordre du point de torsion via les estimees 
de Hasse-Weil. Enfin I'estimee de I'ordre donne une estimee evidente pour le degre. 

Venons en a la description precise de notre formule pour la constante My. 

Soit C une courbe de genre g ^ 2, definie sur un corps de nombre Kq. Soit Pq G C{Ko) un 
point et j = jpf^ : C ■— * Jac(C) I'immersion jacobienne associee. 

Soit K une extension finie de Kq et soit p un ideal premier dans Ok- 

On note N{Ck) le modele de Neron de Jac(Cii') sur Ok- 

Si [ G Spec Ok, on ecrit $([) pour le groupe des composantes connexes de la fibre N{Ck)k.{[) 
de M{Ck) au-dessus de [. On note 

n^=ppcm{#$([)|[GSpecO;,}. 
Soit Cp la cloture de Zariski Zar(Cii') de Ck sur dans N{Ck)p '-= -hfiCK) ^Ok ^k,p- Ici Ok,p 



est la localisation de Ok en p. Soit P G Jac(C)(-ft') = J\f{CK)p{OK,p)- On definit alors 

YpiP,CK) ■■= sup{j|P (mod p^) G C,{Ok/p')}. 

On notera que Vp(P, C/^) vaut eventuellement cxo. A partir de la, on definit la distance 
p-adique entre P et C par la formule 



dp(P, C) := p- 



-Vf{P,CK)/ep 



Ici ep est le degre de ramification de p sur Kq. Par construction, la distance p-adique est 
invariante par extension du corps de nombres K et de la place p. 

On definit la fonction de m 

Bum := {mi2g - 2) + 6g) ■ m^^ . ^9 . g] 
et la fonction de m et n 

K,m := [n^"™'^ + (2'^ -2g- i)n^-^(s-^) + 2(?n^"™(s-i/2)]492_ 
Enfin, on definit la fonction de m 

Si y =— > Jac(C) est un sous-variete fermee, on notera 

Exc(r) := Zar(r(Zo) n Tor(Jac(C)(Zo))) 

Le sous-ensemble Exc(y) "—>■ Yj^^^ est naturellement Gal(-ft'o|-^o)-invariant et nous le considererons 
done comme un sous-schema ferme reduit de Y . On rappelle que la conjecture de Manin- 
Mumford (theoreme de Raynaud [13]) predit que les composantes irreductibles geometriques 
de Exc(y) sont des translatees de sous-varietes abeliennes de Jac(C)7^ . 

Soit S 1 'ensemble des nombres premiers que divise un ideal premier de mauvaise reduction 
de C sur Kq. Soit 

R := 2 ■ Vxg/Q ■ xxko ■ J_ J_ ^ 



les 



oil ^i^To/Q est le discriminant de Kq sur 



Si G est un groupe abelien et n G Z, notons Tor"(G') I'ensemble des elements de G qui sont 
d'ordre fini premier a n. 



Theoreme 1.1. On suppose que la courbe C a reduction semi-stable sur Kq. Soit L C Kq 
Vextension maximale de Kq qui est non-ramifiee au-dessus des ideaux premiers de mauvaise 
reduction de C sur Kq. 

Soit 

D:=2-[Ko:Q]-\ logQu^ACK,) + [Ko : Q]-^d^(0(Zar(W,_i))o)|. 

Soit p un nombre premier tel que {p, R) = 1. Soit p C Ol un ideal premier divisant p. 
Alors I'inegalite 

d^{T,C) ^ p-(l + ^-Hp) 

est verifiee pour tout t G Tor^(Jac(C)(L)) tel que 

{g - 1)T ^ Exc(H^,_i)(^o) U [-l]*Exc{Wg.,)(Ko)- 



La proposition suivante relie I'invariant [Kq : Q] Meg((9(Zar(iyg„i))o) apparaissant dans le 
Theoreme 11.11 a des invariants plus classiques. 



Proposition 1.2. Si C a bonne reduction partout sur Kq, alors I'egalite 

[Ko : Q]-^di(0(Zar(W^,_i))o) = ^NT(j(c^c)) + ^hF,i(Jac(C)^J + |log(47r). 
est verifiee. 



La fonction NT : A{Ko) -^ M est la hauteur de Neron-Tate sur Jac(C) associee au diviseur 
6 sur Jac(C). Le diviseur uc est le diviseur canonique de C. 

L'invariant deg{0{ZaT{Wg-i))o) est un invariant arakelovien. Nous allons utiliser les no- 
tations usuelles de la theorie d'Arakelov globale, comme decrites dans [7; Par. 3.1]. Nous 
allons travailler sur Okq, que nous considerons comme un anneau arithmetique, que nous 
munissons comme tel de tons ses plongements dans C Si W est un schema sur Okq, on 
ecrira done 

pour tout plongement l de Okq dans C et 



Wc := H W, 



i-.OKo^C 



(cf. ^ Par. 3.2.1]). On note Wg_i := C + C--- + C ((^ - 1) fois). On note Zar{Wg_i) 
I'adherence schematique de Wg^i dans N{C). On note 0(Zar(PVg_i)) le fibre hermitien que 
Ton obtient en munissant 0{Xai{Wg^i)) de I'unique metrique (■, ■) dont la forme de courbure 
est invariante par translation et telle que 

(s,s)d/i, = 2-^/2, 

Jac{C)t 

pour tout plongement l de Kq dans C Ici d/x^ est la mesure de Haar sur Jac(C)i de masse 
totale 1 et s est la section canonique de C(Zar(iyg_i)) (cf. [HI Par. 3., (3.2.1)]). On rappelle 
que I'operation deg(-) associe a cliaque fibre en droites hermitien sur Spec Oko un nombre 
reel; cf. [H Par. 2.1.2, (2.1.8)] pour la definition. On note enfin C(Zar(Wg_i))o la restriction 
de 0{Zax{Wg-i)) a Spec Oko via la section nuUe. La definition deg(0(Zar(14^t,_i))o) est 
maintenant elucidee. 

La hauteur de Fallings (ou hauteur modulaire) hFai(-) est definie de la maniere suivante 
(cf. [6, Par. 3]). Soit ci;_v(c) la restriction de det(r2_Y(c)/Spec Ok ) ^ Spec Okq via la sec- 
tion nulle. Sur N{C)kq = Jac(C), on dispose d'une identification naturelle ujj^(^c),Ko — 
H°(Jac(C), ^jac(c)/A' )• Munissons ojj^fi^c) de la metrique hermitienne donnee sur cliaque com- 
posante N'iC)^ de J\f{C)c par la formule 

Alors 

liFai(Jac(C)7^J = [Ko : Q]-'d^{uJ^^c)) ■ 

Comme I'indique la notation, la quantite hFai(Jac(C)7^^) ne depend que de Cj^^ et non de 

mc). 

La constante OMax(C*"Ko) ^^^ ^^ element de R"^ qui ne depend que des points complexes de 
C pour les divers plongements de Ko dans C. Elle est definie de la maniere suivante. Soit 
M une surface de Riemann compacte de genre g (done I'ensemble des points complexes 
d'une courbe algebrique lisse et projective de genre g sur C). Fixons ai, . . . ttg, bi, . . . ,bg une 
base symplectique de Hi(M, Z). Soit Ui, ... ,ujg la. base de I'espace des 1-formes holomorphes 
H°(M, cjjvf) de M, qui est duale k ai, . . . ,ag pour I'accouplement J rj {j & Hi(M, C), rj e 
H°(M, ci;m))- Soit r la matrice g x g 



La fonction 9 de Riemann (qui depend du clioix de la base symplectique) est alors par 



definition la fonction sur C^ 

rrv^ZB 



z,t) := 2. exp(2i'7r(- *mrm + *mz)) 



oil I'on a identifie les element de Z^ a des matrices colonne. Soit le lieu des zeros de 9 ; 
c'est une sous variete analytique complexe fermee de C^. Le lieu B est invariant sous Taction 
par translation des vecteurs colonne de la matrice [Id, r], qui a g lignes et 2g colonnes. Le 
lieu B definit ainsi une sous- variete analytique complexe fermee du quotient C^/[Id,r] de 
C^ par le reseau engendre par les vecteurs colonnes de [Id, r]. On le note aussi B par abus de 
notation. Le quotient C^/[Id, r] (qui est un tore complexe) s'identifie a la variete jacobienne 
Jac(M) de M. II existe une unique metrique (■, ■) sur (9(B) telle que la forme de courbure 
associee a (C(B), (■, ■)) soit invariante par translation et telle que 



JjacfA/) 



'Jac(A/) 

oil dyU est la mesure de Haar sur Jac(M) de masse totale 1 et s est la section canonique de 
0{Q). Moret-Bailly ([IH Par. 3.2, (3.2.2)]) demontre la formule explicite 

(s(;2),s(z)):=det(53(r)^exp(-27r*y(53(r))-iy)|e(a; + zy,r)|2, 

oil z = X + zy G C^. On identifie ici z avec son image dans C^/[Id, r]. On definit enfin 

BMa.(M) := sup V(s(t),s(t)). 

tGJac(M) 

Cette constante n'est pas infinie, au vu de la compacite de Jac(M). Enfin, on definit 

BMax(C^) := sup BMax(C,(C)). 

On constatera que la constante BMax(C'7^) ne depend que de C^. 

Le cas des courbes de genre 2. On remarquera que si (/ = 2 et que Pq est fixe par une 
involution hyperelliptique de C-^^, alors NT(j(co'c')) = car j{ujc) est alors un point de 
2-torsion. Dans la meme situation, la condition sur {g — 1)T est aussi superfine, car alors 

E^c{Wg.,)(Ko) U [-l]*EMWg.i)(Ko) ^ j{C(Ko)). 

Le Theoreme 11.11 et la Proposition 11.21 sont demontrees dans la section 3, la section 2 etant 
reservee a des preliminaires. On demontrera en fait dans la section 3 un theoreme un peu 
plus fort que le Theoreme 11.11 (le Theoreme 13. ip mais dont I'enonce est plus abscons. La 



section 3 traite Fexemple de la courbe y'^ + y = x^. II y est fait un usage essentiel des calculs 
faits dans Particle [3]. 
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a J.-F. Mestre, pour plusieurs calculs qu'il a fait dans le contexte du present article et pour 
avoir partage avec moi sa connaissance des fonctions tlieta. 

2 Preliminaires 

Dans cette section, on rappelle les cas particuliers des resultats de Moret-Bailly et Buium 
dont nous aurons besoin. 

2.1 Fibres en droites cubistes, selon L. Breen et L. Moret-Bailly 

Soit L un corps de nombre et B := Spec Ol- 

Soit maintenant n : A —>■ B nn schema en groupes commutatif lisse et de type fini sur B, 
tel que Al est une variete abelienne. Soit u : B ^ Ala. section nuUe. 

Soit £ un fibre en droites hermitien sur A. Nous dirons que £ est cubiste, si les conditions 
suivantes sont remplies. On requiert que £ soit cubiste (cf. [121 chap. I] ou [5', chap. 2]) pour 
cette notion), que ci(£)c) soit une forme differentielle invariante par translation et enfin 
que I'isomorphisme u*C ~ Ob obtenu de la structure cubiste de C soit une isometric. On a 
muni ici le terme Ob de la metrique triviale. On rappelle que Ton appelle rigidification (de 
C) un isomorphisme u*C ~ Ob- 

Pour chaque P E B, soit cp I'ordre du groupe des composantes connexes de la fibres de A 
au-dessus de P. Soit c := ppcm{cp|P G B}. 

Proposition 2.1 (Moret-Bailly). Soit Ai un fibre cubiste sur Al- H existe alors une unique 
extension du fibre en droites cubiste A^®^'^ a un fibre en droite cubiste sur A- 

Pour la preuve, voir [121 H? 1.2.1]. 

Proposition 2.2 (Grothendieck ; Breen; Moret-Bailly). On suppose que A est semi-stable 
sur B et que les fibres de A sur B sont connexes. Alors le foncteur d'oubli de la categoric 



des fibres en droites cubistes sur A vers la categorie des fibres en droites rigidifies sur A est 
une equivalence de categorie. 



Dans la Proposition 12.21 les niorphismes de la categorie des fibres en droites cubistes (resp. 
des fibres en droites rigidifies) sont les isomorphismes des fibres en droites qui respectent les 
structures cubistes (resp. les rigidifications) . Pour la demonstration de la Proposition 12. 2[ 
voir par exemple p^ I, Par. 2.6]. 

Theoreme 2.3 (Moret-Bailly). Soit C un fibre en droites hermitien cubiste sur A. Soit 
z : B ^ A une section. Alors [L : Q\^'^deg{z*C) est la hauteur de Neron-Tate associe au 
fibre en droite Cl et au point Zl G A{L) . 

Pour la preuve, voir [121 III, 4.4.1]. 

Enfin, nous allons citer le cas particulier de la a formule cle )> de Moret-Bailly dont nous 
ferons usage. 

On suppose a partir de maintenant que A est un schema abelien sur B. Soit g la dimension 
relative de A sur B. Soit D "-^ A un diviseur effectif, symetrique et tel que 0{D) donne 
lieu a une polarisation principale sur chaque fibre de A au-dessus de B. 

Nous considerons Ol comme un anneau arithmetique, que nous munissons comme tel de 
tons ses plongements dans C. 

On munit 0{D) de I'unique metrique (-,■) dont la forme de courbure est invariante par 
translation et telle que pour tout i G Hom(L, C), on ait 

/ (s, s) d/., = 2-^/^ 

oil d/ii est la mesure de Haar sur ^^(C) de masse totale 1 et s est la section canonique de 
0{D) (voir I'introduction). Soit 0{D) le fibre hermitien resultant. 

Theoreme 2.4 (Moret-Bailly). L'egalite 



[L : Q]-Meg(0(Z})o) = -hFai(^r) + J log(4vr) 



est verifiee. 



Ici 0{D)q est la restriction de 0{D) a Spec Ol via la section nuUe. 
Pour la preuve, voir [TT] . 



2.2 La geometrie modulo P des courbes de genre ^ 2, selon A. 
Buium 

Soit R un anneau de valuation discrete, absolument non-ramifie et de corps residuel de 
caracteristique I. Soit F son corps de fractions. 

Soit E une courbe propre et lisse sur Spec R. On suppose que les fibres geometriques de 
E sont de genre g ^ 2. On suppose donne un point Q G E{F). La propriete universelle 
des modeles de Neron implique que le plongement jacobien Ep =— > Jac^Ep) s'etend en un 
plongement E -^ Af^Ep) dans le modele de Neron Af^Ep) de Jac{Ep) sur R. 

Le theoreme ci-dessous a ete etabli par Buium dans le cadre de sa demonstration effective 
de la conjecture de Manin-Mumford pour les courbes : 

Theoreme 2.5 (Buium). L'inegalite 

if^E{R/fR) n / ■ M{Ep){R/l'^R) ^ Bu, 
est verifiee. 

Pour la demonstration, voir [5] fin de la preuve du Th. 1.11]. 



3 Demonstration de 11.11 et 11.2 



Nous allons d'abord demontrer le Theoreme II. 1[ 

Ce theoreme est implique par le Theoreme 13.11 ci-dessous. 

Soit K une extension finie de Kq et p un ideal premier de Ok- Soit po := p fl Oko et soit p 
le generateur positif de p fl Z. Soit q := #Oxo/Po- 

Theoreme 3.1. Soit T G Tor(Jac(C)(-ft")). On suppose que 

(1) la courbe C a reduction semi-stable sur Kq ; 

(2) p>2; 

(3) Po est une place de bonne reduction de C ; 

(4) po est non-ramifie sur Z ; 

(5) (ordre(T),p) = 1 ; 

(6) la section Spec Ok -^ N{Ck) correspondant dT se factorise par la composante neutre 
deM{CK). 
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Alors I'inegalite 

d,iT,C) ^ p-{l + 2-Lg-[Ko:Q]-\\ogeMUCK) + [Ko:Q]-'d^{0{ZaT{Wg.,))o)\) ^^^ 

est verifiee chaque fois que 

{g - 1)T ^ Exc{Wg^,)(K) U [-l]*Exc{Wg^,)(K). 

Preuve. Puisque N{Ck)p est un schema en groupes sur Op, on a 

et on est done ramene a estimer yp{{g — 1)T, Wg^i^x)- 

Soit W := Wg^i^K^^l-lYWg^i^K- Soit T' := {g-l)T. Soit t : Spec C^^ -^ U{Ck) la section 
correspondante a T'. 

Si [ est un ideal premier de Ok, on ecrira N[ := ^Ok/{1 H Z). 

Soit L := 0{ZaT{Wg^i)). Soit Lq pour la restriction de L a Spec Oko via la section nuUe. 
Soit sl la section canonique de L s'annulant sur ZaiiWg^i) et (■, ■)l la metrique de L. 

Soit 

M:=I®[-l]*I®Io'®'. 

On pent supposer sans restriction de generalite que K est la cloture galoisienne du corps de 
definition de T sur Kq. 

On calcule 
Vp{T',Wg^,,K) ^ v,{T',W')t Yl log(NO-^r(T',W^') 

leSpcc Ok 



+ 1 E log(s^(-T'),s,(-T'))L 



t:_ff^C 



2 

2 (2nK)-'d^(t*M®'"") + 2[ir : Q] log OMa^lCT^) + 2[ir : Ko]d^(Lo) 
^^ 2[K:Q] log eMa.(C^7?) + 2[i^ : i^o]d^(Io). 
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L'inegalite (a) est justifiee par la condition (2) du Theoreme I3.1[ L'egalite (b) est justifie 
par la definition du degre arithmetique deg(-). L'egalite (c) est justifiee par le fait que 

[K : Ko]d^(Lo) =d^(Lo,,o). 

En effet, les composantes neutres de M{C)k et de M^Ck) coincident a cause de la condition 
de semi-stabilite (1) du Theoreme 13.11 : par ailleurs, la cloture de Zariski commute aux 
changements de base plat (cf. [HI IV, 2.4.11]). L'egalite (d) est justifiee les Theoremes 12. 1[ 
12.21 et 12.31 ainsi que la condition (6) du Theoreme 13. 1[ 

Nous allons maintenant estimer la quantite [K : Q] au moyen des resultats de Buiuni. On 
remarque tout d'abord que la condition (6) du Theoreme 13.11 est invariante par restriction ou 
extension du corps K. Ceci est a nouveau une consequence de la condition de semi-stabilite, 
qui assure que les composantes neutres de N{C)k et de M^Ck) coincident. On pent done 
sans restriction de la generalite supposer que K est le corps engendre au-dessus de Kq par 
les corps de definition des points de A^-torsion de Jac(C)(ii'o), oil A^ := ordre(T). Ce corps 
est par construction galoisien sur Kq; par ailleurs, comme {N,p) = 1, il est non-ramifie 
au-dessus de po. On pent aussi supposer sans restriction de la generalite que Vp(T, Ck) > 1, 
vu la forme de la partie droite de l'inegalite ([H) du Theoreme 13.11 

Soit 

E := c{Ok/p') np ■ mc){OK/p'). 

Soit F := Ok /p. Le corps F est par construction une extension de Okq/Po et Ton identifie ce 
dernier corps a Fg. Soit Gp C GaA{K\Ko) le groupe de decomposition de p. Les conditions (5) 
et (3) du Theoreme 13.11 assurent que K est non-ramifie au-dessus de po et on dispose done 
d'une identification canonique Gp ^ Gal(F|Fq). L'ensemble E est naturellement Gp invariant 
et I'application naturelle (p : E —>■ A/'(G)(F) est Gp-equivariante. On remarque maintenant 
que le Theoreme 12.51 implique l'inegalite ^E ^ Bup (on a utilise ici les conditions (3) et (4) 
du Theoreme 13. ip . On en deduit que pour tout e E E, on a. 

degF,(0(e)) ^ Bup. 

On remarque qu'il y des fieches naturelles injectives 

ToTP{Af{C){K)) = TorP(A/'(G)(OA')) ^ TorP(Ar(G)(C;^/p2)) ^ ToTP{Af{C){¥)). 

Puisque ToT''{Af{C){K)) C p ■ Af{C){K) et T (mod p^) g C{Ok/P^), on voit que 

degp^(T (mod p)) =: d ^ Bup. 

Les estimees de Hasse-Weil (cf. par ex. |ini Par. 19, Th. 19.1]) impliquent que 

#Ar(G)(Fgd) ^ g'^-3 + (2^9 -2g- l)q'^^3-^'> + 2gq'^^^-^l'^\ 
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Rappelons que A^ = ordre(T). Puisque N\^Af{C)(Wqd), on deduit que 
N ^ q^'^ra + ^2^9 - 2g - l)gBup(g-i) ^ 2gq^''''^3-^^^\ 

Remarquons maintenant que par construction 

On obtient pour finir 

[K : Kq] ^ [g^"''-» + (2^9 - 2g - l)q^M9-i) ^ 2^gBu,(3-i/2)| V _ ^^ ^ 

Ceci termine la demonstration du Theoreme \l.l[ 

Nous allons maintenant passer a la demonstration de la Proposition II .21 

On suppose que Ckq a bonne reduction partout. 

On rappelle qu'il existe un point k G Jac(C)(i^o) telle que Wg_^-j^^ + k est un diviseur 0. 
En particulier, Wg_^j^^ + k est alors symetrique. Comme I'egalite de la Proposition 11.21 est 
invariante par extension du corps Kq, on pent supposer sans restriction de generalite que n 
est defini sur Kq. On pent montrer que —2k = jiujc) (cf. PQ I, 5.]). Soit k : Spec Okq —>■ 
J^{C) la section correspondant a k. On pent maintenant calculer 

[Ko : Q]-'d^(0{ZRT{Wg^i))o) = [Ko:Q]~'d^{k*0{ZaT{Wg^i + K))) 

= [Ko : Q]-'d^{k*0{ZaT{Wg.i + k)) ® 0{ZaT{Wg_, + k))^ 
+ [Ko : Q]-id^(0(Zar(iy,_i + «:))o) 

^=^ NT(«:) + ihp,i(Jac(C)^J + | log(47r) 

= ^NT(j(a;c)) + ^hp,i(Jac(C)^J + f log(47r). 

L'egalite (a) est justifiee par le Theoreme 12.31 et par le Theoreme 12.41 L'egalite (b) est 
justifiee par le fait que la hauteur de Neron-Tate est quadratique. 

Ceci conclut la demonstration de la Proposition \l.Si 

4 La courbe y^ + y = x^ 

Nous nous servons dans cette section des calculs fait dans [3] pour obtenir une borne explicite 
pour la distance p-adique dans le cas de la courbe C donne en coordonnee affine sur Q par 
I'equation y"^ + y = x^. Soit 



Ko := Q(v/l-exp(227r/5), v^). 
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On verifie que [Kq : Q] = 40 et que seuls 2 et 5 se ramifient dans Kq. II est montre 
dans PI Par. 4.1] que C est de genre 2 et qu'elle acquiert bonne reduction partout sur Kq. 
Soit Cs := exp(2i7r/5). On montre dans [31 Par. 4.4] qu'il existe une base symplectique de 
Hi{C{C),Z) telle que 

^ -C5^ Cl + 1 
Done 



©Max = sup det(9(r))4exp(-7r*y(S5(r)) ^y)| J^ exp(2m(-*mrm+ *m2;))|. 

La constante Oiviax peut etre approximee par ordinateur. J.-F. Mestre a eu la gentillesse de 
me communiquer I'approximation suivante, realisee avec le programme MAPLE : 

©Max ~ 1.06639277369136206671054075 

Par ailleurs, on a 

hFai(Co) = 21og(27r)--log(r(l/5)^r(2/5)^r(3/5)r(4/5)"^) ^ -1.452509239645644650317707042 

Pour cela, voir ^ Par. 4.4, Prop. 12]. Ainsi 

logeMax(C7r) + -hFai(Co)) + - log(47r) ^ 0.60353921716278764047528474 

2 ^2 

J.-F. Mestre me communique egalement que le nombre ci-dessus ressemble a s'y meprendre 
au nombre | log(5). Apres le changement de variable z = 2y + 1 et t = \f^ ■ x, la courbe 
Ckq admet I'equation affine 

z^ = t' + 1. 

Soit p non-ramifie dans Kq (i.e. p ^ {2,5}). Soit Pq le point donne par les coordonnees 
z = 1, t = 0. Le point Pq est invariant par I'involution hyperelliptique z — >■ —z, t ^ t. 

Soit Cp la courbe obtenue sur Qp a partir de C. Soit Cp "-^ Jac(Cp) le plongement jacobien 
obtenu a partir de jp^ . 

Le Theoreme 13.11 et la Proposition 11.21 impliquent maintenant que 

dp{T,Cp) ^ p(l + 80-Lg-|logeMa.(C^) + ihFai(CQ)) + ilog(47r)|) 

pour tout point de torsion T G Jac(Cp)(Qp) telle que (ordre(T), p) = 1 et tel que T ^ Cp(Qp). 

On rappelle que q := j^Okq/Po- On a ainsi I'estimee q ^ p^°. On remarque qu'il est preferable 
de choisir des nombres premiers p tels que q est petit, car la fonction Lg est doublement 
exponentielle en p. 
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